Lecon 209 : Approximation d’une fonction par des fonctions

régulieres. Exemples et applications.
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1 Approximation de fonction par des polynémes

1.1
Soit I C R un intervalle de R et soit f: I — R.

Formules de Taylor

Définition 1 : Soit n € N*.
n au voisinage de a € I §'il existe ag, ...,

Yoo arz® 4+ o((x — a)™).

On dit que f admet un développement limité d’ordre
an € R tels que, au voisinage de a, f(z) =

Remarque 2 : Ceci nous fournis bien une premiére approche de notre fonctions par
des polynoémes. Elle est surtout pratique pour lever des formes indéterminées de limite.

Proposition 8 : Si f admet un développement limité d’ordre n;nN*, il est unique.

Proposition 4 : Si f admet un développement limité d’ordre n > 1 au voisinage
de 0, alors f(0) = ag et f est dérivable en 0 avec f'(0) = a;.

Remarque 5 : On ne peut pas extrapoler pour f”(0). En effet, la fonction f(z) =
l+z+22+a23sinl/z?six #0et f(0)=1apour DLen 0 f(z) =1+ + 22 + o(2?)
mais n’est pas deux fois dérivable.

Théoréeme ( Formule de Taylor-Young ) 6 : Soit f : I — R avec a € I tel
que f soit dérivable n-fois en a. Alors pour tout x € I, on a

"a @) (g (g
f@) = 5l + L e P2 0 — oyt ol - ).

Théoréme ( Formule de Taylor-Lagrange ) 7 : Soit f : [a,b] — R une application
de classe C" sur [a,b], telle que f("*1) existe sur ]a, b[. Alors

(b—a)

(z—a)t + (r—a)’ 4.+

_ N (n) (b—a)™ i
Je €la,b],  f(b) = fla) + (b—a)f'(a) + ... + ——f"(a) + CE=] [T (o).

Théoréme ( Formule de Taylor avec reste intégrale ) 8 : Soit f : [a,b] — R

de classe C"*! sur [a,b]. Alors

+ (b — a) f(n ( ) /b (b ;L!t)nf(nJrl)(t)dt.

1.2 Fonctions continues sur un compact

Proposition 9 : Soit f : E — R une application continue, ou E est compact. Alors
f est bornée et atteint ses bornes.

Théoréeme ( de Heine ) 10 : Soit f : F — FE’ une application continue avec
E compact. Alors f est uniformément continue.

Remarque 11 : La compacité est importante, c’est pour cela que la fonction carré
n’est pas uniformément continue sur R.

Développement ( Théoréme de Weierstrass ) 12 : Soit [a,b] un
segment de R est soit f : [a,b] — C une fonction continue. Alors f est
limite uniforme sur [a, b] d’une suite de fonctions polynomial.

Dev 1

On peut aussi traduire ce théoréme par le fait que les fonctions

C); [l-lloo)-

Remarque 13 :
polynomiales sont denses dans 1’ensemble (C°([a, b],

Corollaire ( Théoréme de Weierstrass trigonométrique ) 14 : Soit f une
fonction continue de R dans C qui est 27 périodique. Alors f est limite uniforme de
polynoéme trigonométrique, ie de la forme P : z — Zng N Cne".
Application 15 : On en déduit du théoréme de Weierstrass que si f; g(z)z™dx =0
pour tout n € N et que g est continue, alors g est la fonction nulle.

1.3 Polynémes orthogonaux

Définition 16 : Soit I un intervalle de R. On appelle fonction poids une fonction
p : I — R mesurable, strictement positive et telle que Vn € N, [, [z|"p(z)dz < 4oc0.

On note L%(I,p) I'espace des fonctions de carrés intégrables pour la mesure de den-
sité p par rapport a la mesure de Lebesgue, c’est-a-dire muni du produit scalaire

= [, f( (x)dx.

Proposition 17 : L'espace L?(I, p) est un espace de Hilbert pour (,),.

Proposition 18 : 1l existe une unique famille (P,),en de polynomes unitaires or-
thogonaux deux a deux tels que deg(P,,) = n. Elle est appelé famille des polynomes
orthogonaux associé a p.

Remarque 19 : Cela est due au procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
sur (X™)nen-

Ezemple 20 : 1)SiI =Ret p(z) = 6’12, alors les polynémes orthogonaux associés a p



sont les polynomes de Hermite. Ona Py =1,P = X, P, = X?>—1/2, Py = X3 -3/2X.

On a méme P,(z) = (;L)n ezzcgc—nn e
2)SiI=[-1,1] et p(x) = 1, alors les polynomes orthogonaux associés & p sont les

polynomes de Legendre. Ona Py =1,P, = X, P, = X? —1/3,P3 = X3 -3/5X. On
a méme P, (z) = 2L nm).

2
@n)! o (27 —

Théoréme 21 : Soient I un intervalle de R et p une fonction de poids. S’il ex-

iste o > 0 tel que [, el*lp(x)dz < +oo, alors la famille des polynomes orthogonaux

associés & p forme une base hilbertienne de L*(I, p) pour la norme ||.||,.

2 Utilisation de la convolution

2.1 Définition et propriétés

Définition 22 : On dit que f et g deux fonctions de R™ & valeurs dans C sont
convolables si, pour presque tout = € R, la fonction y — f(x — y)g(y) est intégrable
sur R™. Si f et g sont convolables, on définit alors le produit de convolution( ou la
convolée ) de f et g par

(fxg)(z) = i fl@ = y)g(y)dy.
Propriétés 23 : On a fxg = g=x* f et si f est convolable avec g et h, alors f est
convolable avec ag + Bh ot (o, ) € C? et

fx(ag+Bh)=a(f*g)+B(f*h)

Théoréme 2/ : Soit f,g,h dans L*(R™). Alors
i) fxge L'(R") et ona ||f*gli < | fllillgll
it) (fxg)xh=fx(gx*h).

iii) si f, — fdans L'(R") et g, — g dans L'(R"), alors f,*g, —
n—-+oo n—-+oo n

I*g
—+00
dans L'(R).
Théoréme 25 : Soit f € L'(R") et p € N*.
i) Si g € LP(R"), alors fxg € LP(R") et on a | f*gll, < [[f[1llgllp-
Sige L®°(R™), alors fxg € L®(R™) et on a || f *glloo < ||fIl1]l9|lcc- De plus, f*g
est uniformément continue sur R™.

Remarque 26 : L’espace (L'(R™),+,.,*) est une algébre commutative sans élément
neutre. Ceci nous motive alors a créer des fonctions ressemblant & une unité.

2.2 Approximation de I'unité

Définition 27 : Soit (py)n>1 une suite de fonctions positives et intégrables sur R™.
On dit que la suite (¢;,),>1 est une unité approchée ou approximation de 'unité si

i) [rpn @n(x)dz =1 pour tout n € N*.

i1) Pour tout réel strictement positif a, on a

lim
n—-+o0o

on(z)dr = 0.
{llzl>a}

L’unité approchée (¢, ),>1 est dite compacte si toutes les fonctions ¢, s’annulent en
dehors d’un compact de R™.

Exemple 28 : On définit pour n € N la suite de réels a,, = f_ll(l — t3)dt et la
suite suivante

C
(1—t)"/ay, si |t| <1
0 sinon

pn: R —
t
Alors (py,) est une approximation de 'unité.

Théoreme 29 : Soit (y),>1 une approximation de I'unité. Alors, pour toute fonction
f € LP(R™), on a g, *x f € LP(R™) pour tout n € N* et ¢, * f converge uniformément
vers f.

Remarque 30 : Ceci nous permet une démonstration du théoréme de Weierstrass
introduit plus tot.

Théoreme ( Densité ) 81 : i) Les fonctions de R dans K & support compact
de classe C* ( C¥(R,K) est dense dans les fonctions de R dans K & support compact
pour la norme ||| co-

Pour tout p € [1,+00[, CF¥ (R, K) est dense dans L?(A)pour ||.||,.

L’espace Cp°(R, K) est dense dans I’ensemble des fonctions uniformément continue
bornée & valeur dans K pour ||.||co-

Remarque 32 : Par propriété de la densité, cela nous fournit des approximation.

3 Approximation grace aux séries de Fourier

3.1 Polyndémes et séries trigonométriques

Définition 33 : On appelle polynome trigonométrique de degré < N ( N € N ) de
la variable réelle = toute fonction de la forme z — > _  Ncyeinz (¢, € C ). Clest
une fonction continue 2,i-périodique.



Définition 34 : On appelle série trigonométrique une série de fonctions de la forme
Znez cnezn:c_

Remarque 35 : On peut aussi 'écrire de la forme ag/2+) _, o\ (an cos nz+b, sinnx)
ou a, et b, sont reliés a ¢, par a, = ¢, + c—p, et b, = i(c, —c—p)

Définition 36 : Soit f : R — C une application 2m-périodique et continue par
morceaux sur R. On appelle coefficients de Fourrier exponentielle et trigonométrique
de f les nombres complexes définis par Vn €7z, cn( = 1/277 f27r f(t)e~™tdt¥n € N
an(f)=1/7 OQW f(t) cosntdt et Yn € N*, =A/x fo t) sin ntdt.

On appelle série de Fourrier associé a f la série trlgonometrlque >

ao(f)/2 4> ,en- (@n(f) cosnz + b, (f)sinnz).

nez cn(f)ei’nl’ ou

Remarque 37 : On va montrer aprés des cas de convergence.

Proposition 38 : En posant bo(f)
Cn(f) + C—n(f) et bn(f) = Z(Cn( )

0, on a pour tout n € N que a,(f) =
)

L),

Proposition 39 : Soit f une fonction continue et de classe C' par morceaux sur
[0,27]. Alors f’ est continue par morceaux et 2m-périodique, et on a pour tout

n € Z,c,(f") = incy,(f).

Remarque 40 : Si f est de classe C*~! sur [0, 27] et C* par morceaux sur ce segment,
on obtient par itération que pour tout n € Z, ¢, (f*) = (in)*ec, (f).

Proposition 41 : Soit f : R — C 2w-périodique et continue par morceaux sur R.
Alors :

Si f est paire, alors b, (f) =0 et a,(f) = 2 [ f(t) cos ntdt.
si f est impaire, alors an,(f) = 0 et b,(f) = 2 [ f(t) sin ntdt.

3.2 Propriétés et applications des séries de Fourier

Théoréme ( Egalité de Parseval ) 42 : Soit f : R — C une fonction 27-périodique
et continue par morceaux.
Alors les séries Y, o7 [en(f)12, 2 lan(f)[?. 3 ba(f)|* convergent et on a

+o0o |a0 1+00 5 1 2 )
S leu(n)ft = lotDE L Z| enDF+5 2 (NP = 5= [ 0P
— 0 n=1

Théoréme ( Riemann-Lebesgue ) 43 : Soit f : I = [a,b] — C une fonction con-

lim f; ft)etdt =

tinue par morceaux et intégrable sur un intervalle I de R. Alors
|z|—+o0

0.

Théoréme ( Jordan-Dirichlet ) 44 : o Si f est 2m-périodique et de classe C!
par morceaux, alors pour tout z € R, la série de Fourrier de f converge en ce point x
vers M En particulier, si f est continue en x, la série de Fourrier de f en x
converge vers f(x).

e Si f: R — C est une fonction 27-périodique, continue et C' par morceaux, alors la
série de Fourrier de f converge normalement vers f sur R.

Application 45 : Ceci nous permet de calculer par exemple les ((2k) pour k € N
avec C(k) =370 1

n=1 nk*

Ezemple/Application 46 : En étudiant les coefficients de Fourrier de f(x)=1— ﬁ—z
sur [, 7], on en déduit que ¢(2) = 72/6,¢(4) = 74/90, 3% (2n TE =7 2/8.

Application 47 Nous avons les resultats suivants pour les intégrales
de Fresnel : ["sin(t?)dt = L1,/T et [" cos(t?)dt = L ,/%.
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